La enseñanza y aplicación de distribuciones probabilísticas para la resolución de un modelo estocástico real mediante la simulación numérica by Calandra, María Valeria
LA ENSEÑANZA Y APLICACIÓN DE DISTRIBUCIONES 
PROBABILÍSTICAS PARA LA RESOLUCIÓN DE UN MODELO 
ESTOCÁSTICO REAL MEDIANTE LA SIMULACIÓN NUMÉRICA 
 
María Valeria Calandra  
mava@mate.unlp.edu.ar  
Gamefi – Departamento de Ciencias Básicas – Facultad de Ingeniería – Universidad 
Nacional de La Plata - Argentina 
 
Tema: I.5 - Pensamiento relacionado con la Probabilidad. 
Modalidad: P 
Nivel educativo: Terciario - Universitario  
Palabras clave: Distribuciones de probabilidad, problema integrador, simulaciones.  
 
Resumen  
Principalmente, este trabajo tiene como objetivo ayudar a los docentes a encarar 
ciertas problemáticas específicas en el dictado de la asignatura Probabilidades de la 
Facultad de Ingeniería de la Universidad Nacional de La Plata, que corresponde al 
área de las ciencias básicas, y se dicta para los alumnos de segundo año de las 
carreras de Ingeniería, en el marco del proyecto de mejora continua de la enseñanza de 
grado. En este sentido se presenta un trabajo integrador que tiene como fin afianzar el 
conocimiento y enlazar las temáticas de la asignatura Probabilidades, aplicando sus 
conceptos a la solución de un problema complejo de la vida real, realizado mediante 
una simulación numérica. La propuesta pretende plasmar el análisis y aplicación de 
distribuciones de probabilidad vistas en el curso para mostrar como pueden ser 
aplicadas para la resolución de modelos estocásticos que simulan un proceso real, 
basado en las problemáticas de las teorías de colas. 
 
1. Introducción 
Dentro de los programas de las carreras de Ingeniería siempre se presenta la asignatura 
Probabilidades en los primeros años, en particular en la Facultad de Ingeniería de la 
Universidad Nacional de La Plata se corresponde con el segundo año para todas las 
carreras que se cursan. En virtud de la mejora continua de la enseñanza de grado se 
buscan alternativas con el objeto de que los alumnos logren de una mejor manera 
adquirir los conocimientos, reduciendo el grado de desgranamiento observado en la 
evolución de las distintas cohortes a lo largo de la carrera. La enseñanza de la asignatura 
Probabilidades resulta difícil pues su contenido como todo contenido matemático se 
basa en ideas abstractas que mayormente resultan engorrosas para el alumno. La forma 
clásica de las explicaciones en dicha asignatura siempre se basan en problemas, como 
ser: “lanzo un dado, que probabilidad tengo de sacar el número 2”, “arrojo una 
moneda,…”, o se utilizan ejemplos de juegos de azar, etc. En general, no se le presenta 
al alumno un problema real en el cual tenga que integrar o relacionar varios conceptos 
de probabilidades para su resolución. Muchas veces el alumno comprende los temas que 
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se le han planteado pero no le es suficiente para resolver situaciones complejas que 
relacionen todo lo estudiado, o no es capaz de discernir en que situaciones le es útil lo 
aprendido. Para buscar soluciones a estos problemas es necesario actuar sobre el 
proceso de enseñanza-aprendizaje. Una de las estrategias para lograr un conocimiento 
significativo en los alumnos es promover procesos que en lugar de partir de los 
abstracto, de la teoría, del teorema, para llegar a lo concreto… se hace lo contrario: se 
enfatiza la participación activa de los estudiantes en la resolución de problemas 
asociados a su propio entorno físico, social, cultural… o problemas que puedan ser 
fácilmente imaginados por los estudiantes. Se pretende la construcción de capacidades 
para la manipulación de objetos matemáticos cuya naturaleza es abstracta. Siempre se 
habla de la aplicación de los recursos informáticos al aula. La computadora resulta muy 
útil cuando el problema a resolver requiere de muchos cálculos complejos. Para resolver 
estas problemáticas propongo el planteo de un problema integrador, para sintetizar y 
conceptualizar los contenidos de la asignatura, utilizando recursos informáticos. Se 
buscan estudiar dentro de los procesos estocásticos que dependen del tiempo, las 
problemáticas de las líneas de espera y los tiempos de servicio. Se trata de introducir un 
problema de la vida cotidiana en el cual se produzcan colas o líneas de espera. Estos 
fenómenos ocurren, cuando la demanda de algún servicio supera la capacidad de 
atención del mismo. Hay innumerables casos en los que se presenta este problema, 
como por ejemplo el servicio de atención de un cliente en una caja de un banco, el 
sistema de peaje en una autopista, la atención de clientes en un comercio, etc. Un 
análisis y estudio de estos fenómenos mediante la teoría de colas daría una respuesta 
adecuada. Aquí no se busca realizar una explicación de los diversos modelos de la teoría 
de colas, sino establecer una manera de realizar un análisis para un caso particular. La 
temática de la teoría de colas resulta un problema complejo de analizar, comprender y 
sobre todo explicar al alumno y en los cursos de grado de probabilidades no está dentro 
del programa. En este trabajo se presenta una forma de encarar el problema utilizando 
solamente simulación, el concepto de generación de muestras aleatorias de distintas 
distribuciones y la relación entre algunas de ellas, en este caso hemos utilizado las 
distribuciones: Poisson, Exponencial, Uniforme y Normal.  
2. Problema integrador a resolver 
Es conocida la problemática que se presenta cuando una persona ingresa a un comercio 
en horas pico, y los tiempos que se demora en realizar las compras que pretende. Aquí 
presentaremos el caso de un comercio de venta insumos de oficina y servicios de 
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papelería. Supongamos que se quiere analizar el sistema de atención al cliente en un 
determinado horario, entre las 11:30 y las 13 hs (hora de cierre). En estas condiciones 
impondremos una probabilidad de la llegada de los clientes en grupos de 1 y 2 personas 
a la vez, con sus probabilidades asociadas 0,6 y 0,4 respectivamente. Las llegadas de los 
grupos siguen un proceso de Poisson con tasa de arribos de un grupo cada 60 segundos 
por lo tanto los tiempos entre llegadas de los grupos están distribuidos 
exponencialmente con una media de 60 segundos debido a la relación conocida entre 
ambas distribuciones. Inicialmente el sistema está ocioso, es decir que no hay clientes, y 
que comienzan a llegar en dicho momento y por un período de una hora y media. Los 
clientes que llegan pueden dividirse para realizar distintas compras, unos se acercan 
para sacar fotocopias y comprar algún insumo, otros solicitan algún trabajo gráfico y 
además compran algún insumo de oficina. Se considera que los insumos se obtienen 
mediante un sistema de autoservicio en el local. Si cada cliente que llega, sea 
individualmente o en grupo, realiza una de las operaciones indicadas y que en todos los 
casos los clientes deben realizar un pago por su compra de insumos y el servicio, 
podemos considerar que para cada cliente se puede definir una especie de “ruta”, a 
saber: servicio de fotocopias+compra de insumos+pago en cajero y servicio de 
gráfica+compra de insumos+pago en cajero. Cada una tiene una probabilidad de 
ocurrencia 0,7 y 0,3 respectivamente. Los clientes son atendidos de a uno por vez. En la 
compra de insumos los clientes retiran los mismos sin necesidad de hacer una cola, es 
decir que se puede considerar como si estuvieran atendiendo infinitos empleados. En el 
local se considera que hay una sola caja de pago con un cajero y tiene su propia cola. En 
todos los casos el modelo considera que en todas las colas se atiende primero al primero 
que llega. Para el caso del servicio de fotocopias en el mostrador la atención está 
uniformemente distribuida entre 50 y 120 segundos, la atención para el servicio de 
gráfica está normalmente distribuida con media 120 segundos y desviación típica de 30 
segundos, y el tiempo que tarda en seleccionar los insumos está uniformemente 
distribuido entre 5 y 20 segundos. El cajero emplea un tiempo uniformemente 
distribuido entre 20 y 40 segundos para facturar el servicio de fotocopias, un tiempo 
normalmente distribuido con media 10 segundos y desviación típica de 2 segundos para 
el caso del servicio de gráfica, y un tiempo uniformemente distribuido entre 5 y  10 
segundos para las compras de insumos. En todos los casos se deben sumar los tiempos 
de cajero para conocer el tiempo en el cajero para las distintas rutas. Con estas 
condiciones se plantea la necesidad de conocer la espera media y máxima en la ruta de 
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servicio de fotocopia, servicio de gráfica y cajero. El número medio y máximo de 
personas en la cola de servicio de fotocopia, servicio de gráfica y en cajero. Además, la 
espera media y máxima en todas las colas para los clientes de las dos rutas. Por último 
el tiempo medio total de espera para todos los clientes y el tiempo medio y máximo 
número total de clientes en el sistema simulado. 
 
Esquema del proceso del servicio 
3. Desarrollo y solución del problema 
A partir del problema planteado se buscará, con las herramientas probabilísticas 
conocidas, establecer su solución. Para ello se propone ir planteando el problema, paso a 
paso, implementado la simulación que nos de las  respuestas a estos interrogantes. 
Para modelar la situación de las llegadas de los clientes se consideró la siguiente 
situación: los mismos pueden llegar en grupos de 1 y 2 personas con probabilidades: 0,6 
y 0,4 respectivamente, los tiempos entre llegadas de los grupos siguen una distribución 
exponencial, y se dividen a la llegada (además cada persona toma su propia decisión en 
cada grupo) tomando una de las siguientes dos rutas a través del local: 
a) Servicio de fotocopia, elección de los insumos y luego el cajero (probabilidad 0,7). 
b) Servicio de gráfica, elección de los insumos y luego el cajero (probabilidad 0,3). 
Se consideró que los arribos siguen una distribución de tipo Poisson, modificando la 
tasa de arribos de acuerdo al tipo servicio seleccionado y considerando si la persona 
llega sola o acompañada. Mostramos el caso del servicio de fotocopia: 
a1) Para el arribo de una persona sola dentro de un grupo individual la tasa de arribos  
Poisson considerada fue R1=90*0,6*0,7. (Dado que 90 es la tasa de arribo de los grupos 
durante la hora y media motivo del trabajo, 0,6 es la probabilidad de arribo de una 
persona sola y 0,7 es la probabilidad de elegir el servicio de fotocopia). Para considerar 
la hora de arribo se consideró una exponencial con media 1,5/R1 (que es el tiempo 
medio de este tipo de arribos por hora) (código, ver Anexo I 1)). 
a2) Para el arribo de una persona sola dentro de un grupo de dos personas la tasa de 
arribos Poisson considerada fue R2= 3,0*7,0
1
2
*4,0*90 




 . (Ídem anterior). De igual 
manera para la hora de arribo se usó una exponencial con media 1,5/R2 (igual al caso 
anterior). 
Servicio de fotocopia 
Servicio de gráfica 
Elección de 
insumos 
Caja Clientes 
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a3) Para el arribo de dos personas dentro de un grupo de dos personas la tasa de arribos 
Poisson considerada fue R3 = 02 3,0*7,0
2
2
*4,0*90 




 . (Ídem). Hora de arribo: exponencial 
con media 1,5/ R3 (igual al caso anterior). De igual forma se realizó para el servicio de 
gráfica. Luego se establecen los tiempos de servicio para cada tipo de cliente. Daremos 
como ejemplo el caso de la atención en el servicio de fotocopia. En ese caso el tiempo 
de servicio i fue obtenido por una generación de números al azar correspondiente a un 
distribución uniforme entre 0,0138 hs. y 0,0333 hs. (función tss(i) en el Anexo I 2)). 
Para los demás se estableció la misma metodología, considerando el tipo de distribución 
indicado. (ver código en Anexo I 2)). Para contabilizar el tiempo de espera en la cola del 
servicio de fotocopia se ordenó el vector de tiempos de llegadas de los clientes a este 
servicio y luego se comparó para cada individuo (cada componente del vector) su 
tiempo de llegada con el tiempo de llegada más el de servicio del cliente predecesor; en 
caso de ser este último mayor que el primero, se considera que el sistema se haya 
demorado y se contabiliza dicha demora simplemente por la diferencia entre estos 
tiempos. (como se observa en el script 2) Anexo I, tecc(i)). Calculado este tiempo de 
espera se establece un nuevo vector que contabiliza, por un lado los mencionados 
tiempos de espera para cada cliente, y a estos se les suma el tiempo de servicio, 
obteniéndose finalmente el momento exacto de salida de dicho servicio. Se eliminan 
aquellos clientes que demoran más de una hora y media en salir del servicio. 
Seguidamente se computan los nuevos tiempos de servicio, para estos clientes, ya que 
hay que adicionarle la demora en el autoservicio de insumos (el tiempo que tarda el 
cliente en elegir los insumos sigue una distribución uniforme en el intervalo de 5 a 20 
segundos (tsbcc(i) en el código del Anexo I 3)). Al salir de estos servicios, cualquiera de 
los clientes se dirige a la caja donde se enfrenta a una nueva cola, aquí encontramos la 
problemática de concatenar colas entre sí, además de unificar los clientes que provienen 
de colas diferentes, el cual es un problema normalmente dificultoso de analizar y 
modelar. El tiempo de atención en la caja de los clientes que provienen del servicio de 
fotocopia, siguen una distribución uniforme (Punto 2.), pero los del servicio de gráfica 
son atendidos en la caja con un tiempo que surge de una distribución normal (Punto 2); 
en ambos casos se debe sumar un tiempo uniformemente distribuido entre 5 y 10 
segundos para facturar los insumos elegidos. Se deben diferenciar a los clientes en la 
cola según el servicio, el tiempo de facturación depende del producto facturado. Debido 
a la complejidad de esta situación se establece una matriz de tiempos para cada servicio, 
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en la cual en la primera columna se indican los tiempos de llegada a la caja y en la 
segunda columna su tiempo correspondiente de atención en la misma. Luego se unen 
estas matrices en una nueva y única matriz, la cual se ordena considerando los tiempos 
de llegada a la caja desde los distintos servicios. De igual manera se establecen los 
tiempos de espera en la caja para la nueva cola. Esto se realiza también para las otras 
colas, se comparan el tiempo de llegada de un cliente con el tiempo de llegada más el de 
atención en la caja de su predecesor. La simulación se ejecuta 100 veces.  
4. Resultados obtenidos de la simulación. 
En la Tabla 1 se muestra el rendimiento del sistema propuesto (caso testigo). Y luego 
una modificación al caso original en la cual se cambia la fotocopiadora por una más 
rápida, reduciendo a la mitad el tiempo del servicio de fotocopia.  Esta modificación 
surge de la observación del caso original en el cual se aprecia una gran demora en el 
servicio de fotocopia (marcas de la Tabla 1). 
Tabla 1. Resultados de la simulación 
                 
 
5. Conclusiones de la simulación  
De la primera simulación se obtuvo un resultado que muestra un rendimiento poco 
aceptable del sistema. En la Tabla 1, caso testigo, existe un problema importante en la 
cola del servicio de fotocopia, causante de importantes demoras en el tiempo de 
atención, con valores de cantidad de personas en la cola muy importantes, y excesivos. 
Al realizar un cambio por una fotocopiadora más rápida, se obtuvieron resultados más 
aceptables que en la condición inicial. Se podrían testear diversas variantes al sistema 
con el objeto de analizar y estudiar una optimización del proceso. 
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Anexo I 
 
Algunos códigos del programa utilizado para la simulación. El lenguaje empleado es 
Matlab. 
 
1) 
%============================= 
%Tiempos de 1 persona grupo de 1. 
R1 = poissrnd(37.8); 
N=R1; 
if N>0; 
        for i=1:N; 
            x1(i)= exprnd(1/25.2); 
        end; 
    x11(1)=x1(1); 
        for j=2:N; 
            x11(j)=x11(j-1)+x1(j); 
        end; 
    else; 
    x11=10000; 
end; 
%============================= 
 
2) 
%========================================= 
%ServIcio de fotocopia 
%tecc: tiempo de espera en el servicio de fotocopia  
tecc(1)=0;   
%tss: tiempo de servicio 
tss(1)=unifrnd(0.01388,0.0333);} 
%tscc: tiempo de salida del servicio de fotocopia 
tscc(1)=ttf(1)+tecc(1)+tss(1);          
for i=2:cci; 
tecc(i)=tscc(i-1)-ttf(i); 
tss(i)=unifrnd(0.0138833,0.0333); 
if tecc(i)>0; 
    tecc(i)=tecc(i); 
    tscc(i)=ttf(i)+tecc(i)+tss(i); 
else; 
    tecc(i)=0; 
    tscc(i)=ttf(i)+tecc(i)+tss(i); 
end; 
end; 
%=========================================== 
 
3)  
%============================================================= 
% Tiempo de elección de insumos para los clientes que salen del servicio de fotocopia 
for i=1:cci1; 
    tsbcc(i)=unifrnd(0.0013889,5.5e-03); 
    tsbccf(i)=tsbcc(i)+tsccf(i); 
end; 
%Ordenamiento del vector tiempo del servicio de fotocopia e insumos 
tsbcc1=sort(tsbccf); 
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%============================================================= 
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